Cat de ampla poate fi o reuniune de
subgrupuri ale unui grup finit?
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Abstract

In aceasta lucrare vom prezenta cateva rezultate privitoare la o
bine-cunoscuta proprietate a subgrupurilor unui grup.
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Proprietatea mentionata este urmatoarea:

Proprietate. Niciun grup G nu se poate scrie ca reuniunea a doua sub-
grupuri proprii ale sale.

Presupunand ca grupul G este finit si considerand doua subgrupuri proprii
ale sale H si H,, apare intrebarea fireasca:

Cat de multe elemente ale lui G poate contine reuniunea Hy U Hy?

Un raspuns la aceasta intrebare este dat de urmatorul rezultat.

Propozitia 1. In ipotezele anterioare, are loc inegalitatea
3
[HiU Hs| < ]G], (1)

In plus, avem egalitate in (1) dacd si numai daca Hy si Hy sunt subgrupuri
maximale distincte de indice 2 ale lui G.



Demonstratie. Avem

H||H
Hy U Hy| = || + | Hy| — [Hy O Hy| = |Hy| + |Hy — 2]
| H1 Hy|

|Hy || H|
< |Hy| + |Ha| — T

Daca n; = ||HGZ"| , atunci n; € (0, %] din Teorema lui Lagrange, iar inegalitatea

anterioara conduce la

|Hy U Hs|
|G|

<ny+ng —ning =ny(1 —ng) + no

1 — ny l4+ny 1+1 3
< = <
STt 5 =2 T

aga cum doream.

Evident, egalitatea se obtine daca gi numai daca ny = ny = % si HHHy =
G, adica daca gi numai daca H; si Hy sunt subgrupuri maximale distincte de
indice 2 ale lui G. u

Mai departe, fie Hy, ..., H, subgrupuri proprii ale grupului finit G, unde
n > 3. In acest caz putem avea Hy U ...U H,, = G, cel mai simplu exemplu
fiind obtinut pentru n = 3 si Hy, Ho, H3 subgrupurile de ordin 2 ale grupului
lui Klein Zs X Zy. Notam ca grupurile care pot fi scrise ca reuniunea a trei
subgrupuri proprii ale lor au fost caracterizate de Scorza [5]:

Teorema 2. Un grup G poate fi scris ca reuniunea a trei subgrupuri proprii
ale sale daca si numai daca ezista un subgrup normal H al lui G astfel incat

G/HgZQ XZQ.

De asemenea, notam ca problemele analoage pentru n = 4,5,6 au fost
studiate de Cohn [2], iar cazul n = 7 de Tomkinson [4]. Un excelent survey
pe acest subiect este Bhargava [1].

Revenind la problema initiala, demonstram in continuare doua rezultate
din articolul [3].

Teorema 3. Pentru orice n € N*, exista o constanta o, < 1 astfel incat
oricare ar fi un grup finit G st n subgrupuri Hy, ..., H, ale lut G sa avem
H,U..UH, =G sau |HyU...UH,| < a,|G]|.



Demonstratie. Probam afirmatia prin inductie dupa n. Pentru n = 1
putem lua a; = % conform Teoremei lui Lagrange, iar pentru n = 2 putem
lua ap = % conform Propozitiei 1. Fie n > 3 si subgrupurile Hy, ..., H,
ale grupului finit G astfel incat H; U ... U H, # G. Notam s; = [G : H,,

1=1,...,n, si presupunem ca s; < ... < s,. Fie

Bn:min{ﬁeN*|&n_1+%<1}.

Daca s, > (3, atunci din ipoteza inductiva obtinem

\Hy U .. UH,| < [HyU...U Hy_1| + | Hy|

1 1
< (O_/n_l + _> |G| < (an—l + _) |G|
Sn Bn

Daca s, < ,, atunci consideram subgrupul H = H;N...N H,. Utilizand
in mod repetat formula lui Poincare [G : H; N H;] < [G : H}]|G : Hj], gasim
ca [G: H] < s1--+8, < . Deoarece H; U ... U H,, este o reuniune de clase
la stanga in raport cu H, avem

1
\H\U...UH,| <|G| - |H| < (1 - —n) G-

Relatiile anterioare arata ca pentru

1 1
an:max{an_l—l—a,l—ﬁ—g} <1
avem |Hy U ...U H,| < «a,|G|, ceea ce incheie demonstratia. .

Mentionam ca Teorema 3 are loc si prin inlocuirea celor n subgrupuri Hy,
..., H, cu n clase la stanga ¢, Hy, ..., g, H, In raport cu aceste subgrupuri,
demonstratia fiind similara.

Procedand ca mai sus, in cazul n = 3 gasim constanta ag = % . De fapt,
aceasta poate fi micgorata, cea mai mica astfel de constanta fiind oz = % A
Suntem 1n masura sa indicam o valoare a constantei o, si pentru n arbitrar.

2n!—1
2n! -

Propozitia 4. Teorema 3 are loc pentru o, =

!Propunem cititorului demonstrarea acestui rezultat.



Demonstratie. Vom folosi notatiile din demonstratia Teoremei 3. Evident,
afirmatia are loc pentru n = 1, deci putem presupune ca n > 2. Daca
n+1<s <. <s,, atunci

2n! —

1

|HiU...UH,| <|Hi|+ ...+ |H,| <

n

G| <
n+1 Gl <
aga cum doream.

Fie acum s; < n. Deoarece GG este reuniunea tuturor claselor la stanga
in raport cu Hy si Hy U ...U H, # G, deducem ca exista g € G astfel incat
gHy ¢ HyU...UH,. Atunci H; € ¢ 'H U ...Ug 'H, st HyNg 'H =0,
ceea ce implica

gilHl U..u gilHn - (G \ Hl) U U(gile N H1>
=2
Daca g 'H; N H, # (0, atunci exista h; € H, astfel incat ¢ *H; N H, =
hi;(H; N Hy) i, prin inductie dupa n, obtinem

(G\ H) U J(g " Hin Hy)| < |G\ Hy| + || (g7 HiN HY)
=2 =2
S1 — 1
< |G| + a1 | Hi|
S1
s1+ap_1—1
=— |G|
S1
Cum a,,_1 — 1 <0, rezulta ca
n—1)!—
81+an_1—1<n+an_1—1 n—i—%—l 2nl — 1
—= = == Oén.
S1 - n n 2n!
Astfel
\HiU...UH,|=|¢g"(HyU..UH,)|
=g 'HiU..Ug 'H,|
< ((G\H)U| (g~ H; N Hy)
i=2
< o, |G,
ceea ce incheie demonstratia. "
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